Lycée Paul Doumer 2013/2014
TS 1 Exercices

Exercices - Congruences

Exercice 1 Soient a, b, et n trois entiers naturels tels que a = b [n].
1. Si a =0[n], alors ab = b x 0[n], donc ab = 0 [n].
2. 4% 9=236=6x6donc4x9=0[6].

3. Faux, le preuve dans la question précédente.

Exercice 2 Recopier et completer le tableau ci-dessous qui donne modulo 6 le produits des
entiers de 0 a 5.

OO O OO OO
QY | W N =D
=N O N O N
WO WO WOl Ww
NN DO N = DO =
N W | O O Ot

QY =W N —=O

1. Oui: 4x3=0][6] .
2.0ui: 5x5=1][6].
Exercice 4
1. (a) 2009 =182 x 11 4 7.
(b) 219 =1024 =93 x 11 + 1.
(c) Donc : 2299 4+ 2009 =7+1 [11].
2. On désigne par p un entier naturel.

On considere pour tout entier naturel non nul n le nombre A, = 2" + p.

Soit d,, un diviseur commun de A,, et A, 1, donc d,, divise toute combinaison linéaire de
A, et A,yq1. Donc :
dn | An+1 - An

dp | 27 4+ p— (2" + p)

dp | 20 +p—2"—p

dn | 2n+1 —9n
do |27 (2~ 1)
d, | 2



3. On distingue deux cas :
e Si p est pair, p = 2k avec k € N, alors
Ap=2"4+p=2"+2k=2(2""+k)
Donc A,, est pair.
e Sip est impair, p = 2k 4+ 1 avec k € N, alors
Ay =2"+p=2"+2k+1=2(2""+k)+1
Donc A,, est impair.

Exercice 5 Corrigé en classe.
Exercice 6 On considere I'équation (F) 1122 — 7y? =5, oul z et y sont des nombres entiers.

1. Soit (x;y) une solution de (E), alors 11z% — Ty* = 5.
Or : 112% = 1022 4 2% donc 112? = 2*  [5].
De méme 7y* = 5y* + 2y* donc Ty* = 2y* [5].

De plus 1122 — Ty? =5 = 112 = 7y* [5]. Donc :

=112 Bl=2*=Ty* []=2>=2> [

2. Soit x et y des entiers. Recopier et completer les tableaux suivants :

Modulo 5, z congru a : 0 1 2 3 4
Modulo 5, 2% congru a : | 0 1 4 4 1

Modulo 5, y congru a : 0 1 2 3 4
Modulo 5, 2y? congru a : | 0 2 3 3 2

3. Si (z;y) est solution de (E), alors d’apreés la question 2. 22 et 2y* ont le méme reste
modulo 5. Dans les deux tableaux précédents, les seuls cas qui vérifient ce résultats sont
r=0 [blety=0 [5].

Donc x et y sont multiples de 5.

4. Si (z;y) est solution de (E), alors x = bk et y = 5k, avec k et k' deux entiers.
1a? T2 =5 <= 11x (5k)2—7x (5K)> =5
— 11 x5%2—-Tx5%%”?=5

<= 55k? —35k? =1

Or, il existe ce genre de relation si et seulement si les entiers 55 et 35 n’ont pas de diviseurs
communs autre que 1 (vous n’avez pas encore vu ce résultat). Or 5 divise 55 et 35. DOnc
cette équation ne possede pas de solution !



Exercice 7 Montrer que pour tout n > 1, le nombre A = 3 x 527! 4 23"=2 est divisible par
17.

On commence par faire un changement d’indice, en posant n = k + 1 pour £ > 0. On
obtient alors

A — 3 % 52(k‘+1)—1 + 23(k‘+1)—2 — 3 % 52k‘+1 + 23k+1 — 15 % 52k + 2 % 23k‘

On a les tableaux suivants :

k= [4] 0ol1]2]3
5F = [17] 15|86
5% = ... [17] 1[8]13] 2

15x5%=.. [17[15] 1] 8 |13
2F = ... [17] 1[2]4]8
23k = [17] 1[8]13]2
2 x 2%k = 7] [ 2 [-1]19 | 4
A= [17] 0/0[01]0

Ainsi on voit que pour tout entier n > 1, A = 3 x 5271 4 23772 est divisible par 17.
Exercice 8 Soit n = cdu en écriture décimale.

1. On note déja que n = cdu = ¢ x 10> +d x 10 + u.
On remarque que 10 =2 [4] et 10> =22 [4]. Donc :
cx102=0 [4]
= cx10°+dx10+u=0+2d+u [4]
dx10=2d [4]
Ainsi: n=2d+u [4].

On a donc bien montrer que n est un multiple de 4 si et seulement si 2d + u est multiple
de 4.

2. Montrer que si n est divisible par 107, alors 7d? + (7¢ — u)* est aussi divisble par 107.

Exercice 9 Ces nombres sont égaux & : 23y = o X 62 +3 X 6 +y = 36x +y + 18, avec = et y
deux entiers compris entre 0 et 5.
De plus 235" = 9 x 4o +y + 9 x 2 9], donc :

—6
3y =y (9]

Alors :
23y =0 [9 <= y=0]9

y étant compris entre 0 et 5, on en déduit que y = 0. Ainsi mﬁ = 730° = 36z + 18.



De plus

23y’ € [100; 200] 362 + 18 € [100; 200]

100 < 362 + 18 < 200

82 < 36x < 182

82 182

36 7S 36

[ A

2,278 < x < 5,056

!

xr € {3;4;5}

Les solutions sont les nombres 3306, 130° et 530"

Exercice 10

n=..[6] 01123 |4]5
It l=..[0 131|131
Tnri=..06]|1]2]3 2] -1]0
N=.06 |0/0/0]0]0]0

Donc on voit bien que pour tout entier n, N =n (2n + 1) (7n + 1) est divisible par 6.



